1. fejezet

AMIT MAR AZ ELEJEN JO TUDNI
(Havancsdk Kdroly)

1.1. Altaldnos bevezetés

A kisérletezés nem volt mindig az emberi megismerés elismert mddszere. A gordg filo-
z6fusok az idedk vilagaban éltek, a kozépkori Eurdpa tudodsai pedig elobbre tartottak
a spekulaciot és a tekintélyekre hivatkozast. Csak hosszu folyamat eredményeként, R.
Bacont6l (~1200) Galileiig (~ 1600) sok tudés munkassiga nyomdn, az tjkor kezdetén
jutott el oda a természettudomany, hogy felismerje a kisérletezés jelentoségét a megis-
merés folyamatdaban.

Hosszu fejlodés eredménye tehat, hogy a kisérletezés a természettudomanyos megis-
merés alapveto részévé valt. A tudatosan megtervezett és kivitelezett kisérlet tapasztala-
tokat, adatokat szolgaltat a mélyebb osszefiiggések felismeréséhez, az dltaldanos torvények
leirdasdhoz. Mésrészrol az elméleti eredmények helyességérol ismét kisérlet utjan gyozod-
hetiink meg.

A Fizika laboratériumi mérések I. gyakorlatainak a célja alapvetd mérési modszerek,
eszkozok, kiértékelési eljarasok, jegyzokonyvkészitési technikak megismerése. A kisér-
letek sordn egyuttal kozvetlen tapasztalatok szerezhetok olyan jelenségekrol, amelyek
eddig csak az elméleti eladasok soran keriiltek szoba. A mérések megértéséhez és elvég-
zéséhez sziikséges eldismeretek kore nem 1épi tul a klasszikus fizika hatarait. A tankonyv
megirasa soran a klasszikus fizikai fogalmakat altaldban ismerteknek tételeztiik fel, bar
a mérésleirasok elején a legsziikségesebb fogalmakat és Osszefiiggéseket Osszefoglaljuk. A
mérések leirasa olyan, hogy azok énmagukban is érthetok, vagyis a mérések barmilyen
sorrendben elvégezhetok.

A laboratériumban talalhaté mérési osszedallitdsok elektronikus miiszereket és sza-
mitastechnikai eszkozoket is tartalmaznak. A mérések végzéséhez ezeknek felhasznal6i
ismerete sziikséges, miikodésiik részletei mas tantargyak anyagat képezik. Ahol sziiksé-
gesnek latszott, ott a felhasznaldi alapismereteket a mérésleirasok tartalmazzak.

A kisérleti munkaban egyre nagyobb szerep jut a szamitégépeknek. Szerepiik harmas:



a) nagy mennyiségii és gyors adatgytijtés, amely szamitdgép nélkiil faradsdgos, esetenként
nem is megvalésithato; b) a mérési adatok rendezésében, kiértékelésében és megjelenité-
sében a szamitégépek szamold, tablazatkezeld és grafikus lehetdségeit hasznaljuk ki; ¢) a
szamitogépek sajatos kisérleti eszkozként szolgalnak, amikor valodi kisérleti helyzeteket,
eszkozoket szimulalnak. A mérésleirasok kozott mindharom felhasznélasra talalunk pél-
dakat. A laboratériumban belsé szamitogépes halozat miikodik, amelynek része a labor
Osszes szamitégépe. Ezeket egy nagy teljesitményli kozponti egység, a szerver szolgéalja
ki. A szamitogépes halézatnak része egy lézernyomtato is, amely valamennyi géprol elér-
het6. A gépeken mérésvezérlo, kiértékeld, tablazatkezelO, abrakészito és szovegszerkesztd
programok miikédnek.

A labormunka harom részbol all: a felkésziilés, a mérés elvégzése és kiértékelése,
valamint a jegyzokonyvkészités.

1.1.1. A felkésziilésrol

Az elvégzendo mérések dltaldban Osszetettek, és tobb feladatot tartalmaznak. A mérések
kivitelezésére a rendelkezésre all6 4 éra altalaban elegendo, de csak akkor, ha egy alapos
otthoni felkésziilés elozte meg. A felkésziilés alapeszkoze ez a tankonyv. Az Altaldnos
bevezetés és a Hibaszdmitds alapjai fejezetek ismerete valamennyi méréshez sziikséges.
Ezeken tulmenden az egyes mérésleirdsok onalléan is megérthetok. Valamennyi mérés-
sel kapcsolatban, a fogalmak és Osszefiiggések atfogd felelevenitésére, elsésorban Budo
A.: Kisérleti Fizika I, II., III. kotetei ajanlottak. Azok szamara, akik tovabbi, mé-
lyebb ismereteket kivannak szerezni, az egyes témaknal ezen kiviil is talalhato ajanlott
irodalom.

A felkésziilés kapcsan helyes eljaras az, ha a mérést megel6z6 héten, a napi mérési
feladat elvégzését kovetden, szemrevételezziik a kévetkezo mérés Osszedllitasat, esetleg
az aznapi mér6t megkérdezziik a tapasztalatairdl. A felkésziilésben segithet a labor
internetes honlapja is. Itt a méroeszkozrol, az egyes miszerekrol fényképeket talalunk, és
az adott méréssel kapcsolatos esetleges valtozasokrol értesiilhetiink. A hidnyos felkésziilés
azt eredményezheti, hogy a rendelkezésre allo id6 elégtelen a feladatok maradéktalan
elvégzéséhez, illetve a kapkodas és az ismeretek hidanya a berendezések meghibasodésahoz
vezethet. Ezt elkeriilendé a mérés megkezdése elotti beszélgetés soran a laborvezetd
meggy6zodik a mérést végzo felkésziiltségérol.

1.1.2. A jegyzokonyv készitésérol

A laboratériumi mérésekrdl jegyzékonyvet készitiink. A jegyzokonyvet legcélszeribb iires
A4-es méretii lapra késziteni. Az elso oldal a mérés szamat és cimét, a mérés és a beadas
idépontjat, a mérd nevét és évfolyamat tartalmazza. A kovetkezd oldalak a laborban
végzett munka dokumentumai. Soroljuk fel, hogy milyen eszkézokkel dolgoztunk, adjuk
meg a mintak jelét vagy szamat, készitsiink vazlatot a mérési osszedllitasrél, jegyezziink



fel minden olyan koriilményt, amit a méréssel kapcsolatban fontosnak tartunk, és termé-
szetesen jegyezzik fel a mérési adatokat! A mérési adatok felsorolasanak legcélszeriibb
modja a tablazatos megadéas. Mintatablazatokat a tankonyv is tartalmaz. Torekedjiink
arra, hogy a laborban késziilt feljegyzéseink, ha gyorsan késziilnek is, vilagosak, egyér-
telmiek és masok szamara is attekintheték legyenek! A mérés végeztével az adatlapot a
laborvezeto alairasaval latja el.

A jegyzokonyv tobbi része a kiértékeléshez tartozik. A kiértékelést altaldban otthon
végezziik, de a laborvezetd altal megadott idoben a laboratérium a labormérésen kiviil
is latogathatd, és a szamitogépek kiértékelés céljara hasznalhatok.

A kiértékelés soran a szamitasoknal tiintessiik fel, hogy milyen Gsszefiiggés alapjan
szamolunk! A szamitasok legyenek attekinthetoek! A rész-szamoldsokat nem kell a jegy-
zOkonyvben rogziteni, a részeredményeket azonban célszerti. fgy a javitas soran az eset-
leges hibak forrdsa konnyebben felderithetd. Kiilonos figyelmet forditsunk arra, hogy az
egyes mennyiségeket milyen egységekben mértiik, illetve szamoljuk! Hasznéljuk a szab-
vanyos SI egységeket! A mértékegységeket az adatok és a szamolt mennyiségek mellett
mindig tiintessiik fel!

Meérésiink csak akkor értékelheto, ha a mért és szamolt mennyiségek mellett megadjuk
azok hibajat is. A hibaszamitasnak se csak a végeredményét tiintessiik fel, hanem roviden
indokoljuk, hogy milyen gondolatmenettel, milyen adatokbol kaptuk a hibat!

A mérési adatokat abrdkon is meg kell jeleniteni! Az abrakrdl sokkal konnyebben
leolvashaték a tendencidk, mint a tablazatokbdl. A valamilyen okbdl kiugré pontok is
konnyebben fedezhetok fel az abran, mint a tablazatban. Az abrdkat korabban kéz-
zel, milliméterpapirra készitették, de ma mar egyszeriibb és gyorsabb a szdmitogépes
abrazolds. A laboratérium szamitégépei tablazatkezeld és abrakészité programot is tar-
talmaznak. Az abrakészités elsé 1épése a megfelelo 1épték megvalasztasa. Durva ko-
zelitésként a lépték akkor jo, ha a gorbe a 45 fokos egyenes kornyezetében helyezkedik
el. A tengelyeken legyen beosztas, ezeket jelzé szamok, az dbrazolt fizikai mennyiségek
jelei és mértékegységei! Ha egy abran tobb gorbét is megjelenitiink, akkor a hozzajuk
tartozé pontokat célszerti kiilonbozo jelekkel abrazolni. Az dbranak legyen szama, és az
abraalairas tajékoztasson arrdl, hogy az dbra mit mutat! A mérési pontokat ne kossiik
Ossze lazgorbeszerlien egyenes szakaszokkall A mérési pontokra illessziink gorbét! Ez
a gorbe, a hibaszamitds fejezetben mondottak értelmében, a legtobb esetben egyenes
lesz. A tankonyvben szamos abra talalhato, ezeket is a fenti elvek figyelembevételével
készitettiik.

1.1.3. Munkavédelmi eloirasok

A Klasszikus Fizika Laboratorium nem tartozik a kiillonosen veszélyes kategéridba. Ennek

ellenére a munkavédelmi el6irasokat minden esetben szigorian be kell tartani! Fontos

el6iras az, hogy a legkisebb rendellenességrol azonnal értesitsiik a laborvezetot!
Barmilyen vegyszert megkostolni, vegyszeres iivegbe kozvetleniil beleszagolni nem



szabad! A laboratériumban ne étkezziink, és ne dohdnyozzunk! A folyadékokat, vegy-
szereket hasznalaton kiviil mindig zart edényben tartsuk! Munkahelyiink mindig legyen
szaraz! Az esetleg lecseppend folyadékot azonnal toroljiik fel!

Az esetleg eltort homérdbol kikeriilé higanyt papirlappal gondosan 6ssze kell gytjteni,
és a higannyal szennyezett kornyéket kénporral be kell szorni!

A laboratériumban az egyik mérésnél fémeket olvasztunk. Az olvasztokalyha meleg
részeihez csak csipesszel szabad nytlni! A forrd tetot, illetve a mar megdermedt fémet
csak a résziikre kialakitott tartéra tegyiik le! A kalyhdabdl a fémet olvadt allapotban
kivenni tilos! Ne feledkezziink el arrdl, hogy a megdermedt fém is még néhany szaz fokos
lehet!

Egy masik mérésnél fényforrasként kis teljesitményti 1ézert hasznalunk. Vigyazzunk
ra, hogy a lézer direkt nyaldbja ne juthasson a szemiinkbe!

Nagy gondot kell forditani az elektromos késziilékek hasznédlatara. 30 V-nél nagyobb
fesziiltség vagy az emberi szervezeten atfolyd 1-2 mA-es aram mar életveszélyes!

A laboratoriumokban rendszerint nem tarthato be a vizvezeték és elektromos halozat
kozotti minimalis 2 m-es tavolsag. Bar elektromos eszkozeink a szabvanynak megfelel6en
kettos szigetelésliek, és a hazuk foldelt, mégis iigyeljiink arra, hogy a vizvezetéket és a
fesziiltség alatt levd eszkozoket egyszerre ne érintsiik!

Minden elektromos baleset esetén elsé teendd a fesziiltségforrds kikapcsolasa. Ezt
legegyszeriibben a mérdasztalndal 1év6 biztositékok kikapcsolasaval tehetjiik meg.

Tz esetén az elektromos berendezés vizzel vagy haboltéval nem olthaté! A poroltéval
a miszerekben hatalmas karokat okoznank. A tiz elfojtdasara ilyenkor leghelyesebb, az
aramtalanitast kovetden, a laborban talalhaté gazzal oltd késziilékeket vagy a tiizoltod
kendoket hasznalni.

Beinditott kisérleteket, bekapcsolt aramokat a munkahelyen otthagyni még rovid
idére sem szabad! Ha valamilyen ok miatt révid idére elhagyjuk a labor helyiségét,
a kéalyha flitotekercsében, a magnes tekercsében stb. folyd aramot csokkentsiik nullara,
helyezziik az eszkozoket alapallapotba! A miiszereket, szamitogépet azonban nem kell
kikapcsolni! A ki- és bekapcsolds nem tesz jot ezeknek az eszkozoknek.

A gyakorlat befejezése utdn minden fesziiltségforrast kapcsoljunk ki, és ezt kivetéen
az automata biztositékokat is kapcsoljuk le! A vizcsapok elzarasara kérjitk meg a labor-
vezetot!



1.2. A hibaszamitas alapjai

1.2.1. A mérések pontossaga

A mérés célja a mérendé mennyiség tobbnyire nem ismert, valédi értékének meghataro-
zasa. A mért adataink azonban &altalaban hibaval terheltek, ezért a valodi értéket csak
kozeliteni tudjuk a mérési adatok segitségével. A mérési hibak megfeleld kezelése azért
fontos, mert igy tudjuk meghatarozni azt, hogy a mért érték milyen pontossaggal ko-
zeliti a mérendd mennyiség valédi értékét. A mérési eredmény kozlése azt jelenti, hogy
nemcsak a mért mennyiség értékét adjuk meg, hanem azt is, hogy a mért adat nagy
valdszintiséggel milyen intervallumon beliil kozeliti meg a valédi értéket. Ezért fontos,
hogy megadjuk a mért érték hibajat is.

Sokszor gy tlinhet, hogy a hiba kiszamitasa koriilményesebb, mint a mérend6 mennyi-
ség értékének meghatarozasa. Lehet, hogy igy van, de ez a munka nem takarithaté meg.
Mérésiink hibajanak meghatarozasa része a mérés folyamatanak. Mérési eredményiink a
hiba megadasa nélkiil tudoményos és miiszaki értelemben értéktelen.

A mérési hibdk harom tipusba sorolhaték: szisztematikus (rendszeres) hiba, leolva-
sasi hiba, statisztikus (véletlen) hiba. Ezek eredete is kiilonboz6, és kiilonbozé kezelési
modokat is igényelnek.

1.2.2. Szisztematikus hiba

A szisztematikus hibak a mérés tobbszori megismétlésekor is ugyanolyan mértékben je-
lentkeznek. Ezek a hibak els6sorban a mérdeszkoz pontatlansagabdl erednek. Ha példaul
a mérorud hossza, a rairt 1 m helyett, csak 99,9 c¢m, akkor az ilyen méterriddal mért
tavolsagok egy allandé értékkel mindig eltérnek a pontosabb ruddal mért értéktol, fiig-
getleniil attol, hogy héanyszor ismételjiik meg a mérést. Tehat a mérések ismétlésével ez
a hiba nem kiiszobolhet6 ki. A szisztematikus hibak felderitése sokszor nem egyszeri fel-
adat. A legjobb eljaras az, ha berendezésiinket egy hitelesitett méréeszkozzel hasonlitjuk
ossze, azaz hitelesitjik (kalibréljuk). Ezéltal meghatdrozhatjuk azt a kalibracids értéket,
amellyel médositva a mért értéket kikiiszobolheté a szisztematikus hiba. Ha kalibraci-
6ra nincs mod, akkor is megbecsiilhetd eszkoziink szisztematikus hibajanak nagysaga a
gyarté altal megadott adat alapjan (pl. a mért értékre vonatkoztatva 0,1 %, 1 % stb.).

A szisztematikus hibaknak van egy masik fajtaja is, amely a mérési mddszerbol ered,
esetleg a mérés soran ismeretlen kiils6 koriilmény okozza. Példaként ilyen jellegli szisz-
tematikus hibat okoz, ha magneses tér mérésekor egy ismeretlen kiils6 forrasbol eredd
tér adédik hozza minden mérési eredményiinkhoz. Az ilyen hibakat gy cstkkenthet-
jiik, ha a mérést tobb modszerrel is elvégezziik, vagy esetleg egy masik laboratériumban
megismételjik.

Ha a mért mennyiségbol szamolassal tjabb mennyiségeket szarmaztatunk, tovabbi
szisztematikus hibat okozhat, ha pontatlan (esetleg kozelité) képletet hasznalunk. Ilyen-



kor meg kell vizsgélni, hogy az igy okozott hiba nagyobb-e az egyéb hibaknal, és ha igen,
akkor pontosabb képletet vagy korrekcidkat kell alkalmazni.

1.2.3. Leolvasasi hiba

A hosszmérésnél maradva, ha a méterrud c¢m beosztasu, akkor ezzel az eszkozzel az
52,2 c¢m és az 52,3 c¢m hosszi mérendo targyat azonos hosszisagunak mérjiikk. Ebben
az esetben a mérend6 hosszat 0,5 ¢m pontossaggal tudjuk meghatarozni. Altaldban a
leolvasdsi hibét az utolsé értékes szamjegy (digit) felével szoktuk megadni. Jobb mutatds
(analég) miiszerek esetén, a leolvasasi hiba csokkentése érdekében, titkorskéldkat szoktak
hasznalni, amellyel kizdrhaté a leolvasd szem helyzetébol adodd un. parallazis hiba.

1.2.4. Statisztikus hiba

A mérés soran a mérenddé mennyiséget szamos nem ismert vagy nem ellenorizhetd tényezd
befolyasolja. Ezeknek a tényezOknek a hatasa altalaban kicsi, egymastol fliggetlenek,
és mérésrol-mérésre valtoznak. Ha megismételjiik a mérést, akkor e tényezok hatasara
altalaban kissé kiilonboz6 eredményt kapunk. Ilyen kiilsé tényezok lehetnek példaul a
kiils6 mechanikus zajok, kis légmozgasok, a kornyezet hémérsékletének kis ingadozasai,
elektronikus vagy magneses zajok stb. A mérendé mennyiség maga is lehet statisztikus
jellegli, mint példaul egy rud atmérdje, amely a megmunkalas bizonytalansdga miatt a
hossz mentén kissé ingadozik. Maésik példaként, tulajdonsagabdl adéddan, statisztikus
jellegli mennyiség a radioaktiv anyagban az idéegység alatt elbomlé atomok szama.

Az ilyen jellegli hibak statisztikus torvényszeriiségeket kovetnek, elnevezésiik is innen
szarmazik. Leirasukkal a valdszintiség-elmélet és a matematikai statisztika foglalkozik.
A statisztikus hibdk esetén a mérés tobbszori megismétiése a mérendd mennyiség valodi
értékének egyre jo0bb megkozelitését teszi lehetové.

A statisztikus jelleg azt jelenti, hogy ha az y mennyiség mérését n-szer megismételjiik,
akkor altalaban kiilonb6z6 eredményeket kapunk. Jeloljiik ezeket a mérési eredményeket
az Y1, Yo, - - Yn szimbolumokkal! A matematikai statisztika szerint a mérendé mennyiség
valodi értékének legjobb becslését az y; mennyiségek atlaga adja:

Z Yi
i=1

n

y:

(1.1)

Az (1.1) atlagot a statisztikdban empirikus vdrhato értéknek nevezik. Mivel az empirikus
varhato érték kisebb hibaval kozeliti meg a mérendé mennyiség (nem ismert) valodi érté-
két, ezért célszerii y-t tekinteni a mérés eredményének. Kérdés az, hogy mit tekintsiink
a mérési eredmény hibajanak?



1.2.5. Abszolut hiba

Az egyes mérések y; eredményei szérnak az g atlag koriil. Ez azt jelenti, hogy a Ay, =
n — 1y, Ay = yo — 4, ...Ay, = y, — y atlagtol vald eltérések hol pozitiv, hol negativ
értéket vesznek fel (az eltérések sszege nulldt ad). Az atlagtdl valé eltérés nagysigéra
példaul becslést adhat az in. abszolut hiba:

_ Ay + [Ags| + ..+ [Ays]

A 1.2
y - (1.2)
Szokas még gyors becslésként a mérés abszolit hibdjanak tekinteni a

Ay = max[y; — ¥ (1.3)

mennyiséget is.

Az (1.3) kifejezés esetén nyilvanvals, de az (1.2) kifejezés szamléléjaban szerepld
Osszegrol is konnyen belathato, hogy tulbecsiili a hibat. Az abszolut hibat csak a sta-
tisztikus hibdk els6 becslésének tekinthetjiik. A matematikai statisztika szerint a mérés
hibajara a fentieknél jobb becslés is adhaté. Ennek ellenére sok esetben elfogadhatd
mérési hibaként az abszolit hiba megadésa.

1.2.6. Empirikus szoéras

Az alabbiakban roviden Osszefoglaljuk a matematikai statisztika azon eredményeit, ame-
lyek a statisztikus hibak pontosabb kezelését teszik lehetové.

Mint azt korabban mar emlitettiik, a statisztikus hiba sok véletlen, egymastdl fiigget-
len kis hatds dsszegébdl tevodik Ossze. A valdszintiség-elméletbdl ismert, hogy ilyenkor az
y; mennyiségekre érvényes a kozponti hatareloszlas tétel. Ennek alapjan az y; mennyisé-
gek olyan valészintiségi valtozdk, amelyek normadlis eloszldst (Gauss-eloszldst) kovetnek.
Mit jelent ez? A normaélis eloszlas siirliségfiiggvénye harang alakd gorbe (1.1. dbra). Ha
az y tengelyt beosztjuk kis intervallumokra, és az intervallumok f6lé olyan téglalapokat
rajzolunk, melyek magassaga az intervallumba esé mérési adatok relativ gyakorisaga,
osztva az intervallum szélességével (igy kapunk siirtiség jellegii mennyiséget), akkor egy
hisztogramot kapunk (1.1. abra).

Az, hogy a mérési adatok eloszlasa normalis, azt jelenti, hogy mennél nagyobb a
mérések szama, a hisztogram annal jobban kozelit a normalis eloszlas haranggorbéjéhez,
ahogy ezt az 1.1. abra is mutatja.

A haranggoérbe maximuma ¢ értéknél van.

Bar a haranggorbe egy elméleti fiiggvény, szélessége a mérési adatokbol szarmaztatott
s mennyiséggel is jellemezheto:



Gauss-eloszlas slrlségfiggvénye

(1.4)

Az s mennyiség elnevezése empirikus szords. Ez a kifejezés csak kissé kiilonbozik
az atlagos eltérésnégyzet négyzetgyokétol, hiszen a nevezoben n helyett n-1 szerepel.
A matematikai statisztika megmutatja, hogy ez a helyes és torzitatlan becslése a gorbe
elméleti szélességének.

A stirtiséggorbe alapjan kiszamithatd, hogy ha az y mennyiség mérését n-szer megis-
mételjiik, akkor milyen gyakorisaggal esnek az y; mért értékek az koriili valamely y + Ay
intervallumba. A gorbe (y — Ay, ¥ + Ay) intervallumba esé része alatti teriilet adja meg
ezt a gyakorisdgot. Megmutathaté példaul, hogy az 4y + s intervallumba varhatéan a
mérési értékek 68%-a esik. Az dbrdn ez a besatirozott teriilet. Az is megmutathato,
hogy az y &+ 2s intervallumba mér varhatéan a mérési értékek 95%-a esik.

Az s mennyiség tehat az y; értékek y koriili szorasat jellemzi. Benniinket azonban
els6sorban az érdekel, hogy mit tekintsiink az  mért érték hibdjanak.



Koénnyen belathaté, ha tobb mérési sorozatot végziink, akkor altalaban kiilonb6zo
y értékeket kapunk. Nyilvanvalo tehat, hogy 4 szintén valdszintiségi valtozd, amelynek
szintén van szérdsa. A matematikai statisztika szerint az y atlagérték szérasara (hibéjéra)
a legjobb becslést az aldbbi s; mennyiség adja:

(1.5)

Az sy mennyiséget az dtlag empirikus szordsdnak nevezziik. Léathaté, hogy minél
nagyobb szamu mérést végziink, vagyis n minél nagyobb, annal kisebb az s;, igaz nem
tal gyors ez a csokkenés. Az y mennyiség Ay hibajanak tehdt az dtlag empirikus szordsdt
tekintyik:

Ay = sy. (1.6)

Ahhoz, hogy a statisztikus torvényszertségeket kihasznalhassuk, megfelel6 szamu mé-
rést kell végrehajtani. 2-3 mérésbdl legfeljebb az (1.2) kifejezés alapjan becsiilhet6 a hiba.
10 koriili mérésszam esetén mar alkalmazhaté az (1.5) kifejezés.

1.2.7. A mérési eredmény megadasa

Barmilyen jellegli hibardl van is sz, és a statisztikus hibdkat akar az (1.1), (1.2) vagy
(1.5) kifejezés alapjan szamoljuk, ezt kovetden a mérés eredményének felirdsa az alabbiak
szerint torténik:

y =17+ Ay. (1.7)

A Ay hiba mértékegysége megegyezik a mért mennyiség mértékegységével. Szokas
még a hibat a mért mennyiséghez viszonyitva, un. relativ hibaként megadni, amelyet az
alabbi kifejezéssel definialunk:

Ay
=

A relativ hiba mértékegység nélkiili szam, amelyet kifejezhetiink szédzalékban is. Ilyen-
kor a relativ hibat a

(1.8)

A
Ty - 100% (1.9)

kifejezés definidlja.



Ha példaul a nehézségi gyorsulds mérés eredményeképpen azt kapjuk, hogy g =
9,793584 m/s?, és Ag = 0,031057 m/s?, akkor a szokdsos eljards a kovetkezs. El6-
szor a hibat egy értékes jegyre kerekitjiik, tehat Ag = 0,03 m/s*. Ezutén a g értékét
a hibdnak megfelels értékes jegyre kerekitjiik, tehdt g = 9,79 m/s?. A mérés végleges
eredményét igy irjuk fel:

m
g=1(9,79+0,03) 2
Még elfogadhatd felirds a koveto:
g=979 = +3%
s
Ha az eredményt normal alakban adjuk meg, akkor az alabbi formaban irjuk fel:
E = (7,054 0,04) - 10" Pa.

Megjeqyzések:

A szamolasok soran a részeredmények kerekitését célszerii legalabb eggyel tobb értékes
jegyre végezni, nehogy a korai kerekitések megvaltoztassak a végeredmény értékét.

A mértékegység a fizikai mennyiség része. Mértékegység nélkiil tehat ne irjunk fel
fizikai mennyiségeket, kivéve ha a széban forgd mennyiség mértékegység nélkiili szam!

1.2.8. Hibaterjedés

Meéréseink soran sokszor nem a miiszerrol leolvasott, kézvetleniil mért mennyiség érdekel
benniinket, hanem az abbdl valamilyen fiiggvénykapcsolattal értelmezett, szarmaztatott
mennyiség. Mivel a mért mennyiség hibaval terhelt, természetes, hogy a szarmaztatott
mennyiségnek is lesz hibaja. A kérdés az, hogy a hiba a mért mennyiségrol hogyan terjed
at a szarmaztatott mennyiségre?

A meghatarozandé z mennyiséget a

2= [f(y) (1.10)

fiiggvénykapcsolat hatarozza meg. Keressiik a

z+ Az = f(y + Ay) (1.11)

kifejezéssel definialt Az értéket.
Fejtsiik Taylor-sorba az (1.10) kifejezést g értéke koriil:

2
2+ Az = f(y) + dfd—(;/) 7Ay+ %d;;(zy) 7(Ay)2+... (1.12)
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Mivel z mért értékének a

2= (5) (113)
értéket tekintjiik, az (1.12) és (1.13) egyenletek kiilonbségébdl adédik Az értéke:
d 1 d?
Ax= YW Y+ = f(zy) (Ay)® +... (1.14)
dy |,y 2 dyt |,y

Ha Ay kicsi, akkor a magasabb rendd tagok elhanyagolhaték. A z szarmaztatott
mennyiség hibaja tehat:

i)

ACZA NN 1.15
2 Yy (1.15)

y=y

Ha a szamolasbdl Az negativnak adédna, akkor az abszolut értékét kell venni, hiszen
Az a z szarmaztatott érték koriili intervallum hosszat jelenti. A z mennyiség relativ
hibédja a

Ay (1.16)

kifejezéssel adhato meg.

1.2.9. Hibaterjedés tobb valtozé esetén

Sokszor a szarmaztatott mennyiség nem egy, hanem tobb egymastdl fiiggetlen véaltozd
fiiggvénye. Ilyenkor példaul harom, u, v, w véltozé esetén: z = f(u,v,w). A fliggetlenség
azt jelenti, hogy mindegyik valtozot kiilon-kiilon, egymastol fliiggetlen mérési folyamatbol
nyerjiik. Az el6bbi gondolatmenethez hasonléan, az (1.15) kifejezés hdrom véltozéra
kiterjesztett alakja:

= % g—iAv + g—iAw. (1.17)

Mivel (1.17)-ben az egyes tagok negativ értékeket is felvehetnek, azt viszont tovabbi
meggondolasok nélkiil nem tudjuk, hogy az egyes hibak milyen torvényszertiség szerint
csokkentik egymast, ezért az (1.17) kifejezésben szerepld tagok abszolut értékét szokds
Osszeadni, vagyis:

Az Au +

Az =

of of of
auAu)—{— (%Av + awAw‘. (1.18)

Azzal azonban, hogy az abszolut hibakat Osszeadjuk, Az hibajat tulbecsiiljiik. A
valoszintiség-elmélet figyelembe veszi azt, hogy van annak valdszintisége, hogy ellenkez6
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el6jel esetén a tagok hibai csokkentsék egymast, és ezért jobb becslést tud adni. Eszerint
tobb fliggetlen véltozé esetén a hiba optimalis becslése (1.18)-sal szemben:

As— \/<%)2 (Au)? + (g—i)Q (Av)? + (%)2 (Aw)?. (1.19)

Mindazonéltal, mivel az (1.18) kifejezés egyszer(ibb, valamint az (1.18) és (1.19) ki-
fejezésekkel szamolt hibdk nagysdgrendileg altalaban nem kiilonboznek, ezért az esetek
tobbségében méréseink soran megelégsziink az (1.18) kifejezés alapjan kaphaté hiba meg-
adasaval.

1.2.10. A hibaterjedéssel kapcsolatos kévetkezmények

Az aldbbiakban néhany esetben kiszamitjuk azt a hibaterjedési szabalyt, amelyet egyes
esetekben a szamoldsokban célszerli felhasznalni. Megadjuk mind a hibabecslésre hasz-
nalhat6 (1.13), mind pedig a pontosabb szdmoldsokra ajanlott (1.14) kifejezésbél adodd
formulakat.

1. Szorzas dallanddval
Ha a z = f(u) fiiggvény
Z = cu

alaku, ahol ¢ egy dllandd, akkor az (1.18) és az (1.19) kifejezés egyarant a

Az = |c||Aul (1.20)

egyszeri alakot Olti, vagyis a mért u mennyiség abszolit hibajat meg kell szorozni az
allando értékével. Az abszolut érték biztositja, hogy az eredmény mindig pozitiv szdm
lesz. A relativ hiba

Az_Au

z u

(1.21)

Ebben az esetben tehat a z szarmaztatott mennyiség relativ hibdja megegyezik az u
mért mennyiség relativ hibajaval.

2. Osszeq és kiilonbség
Két valtozo esetét tekintjiik. Legyen z = f(u,v) = uxv! Ha a durvabb (1.18) becslés

alapjan dolgozunk, akkor

Az = |Au| + |Av|. (1.22)
Az (1.19) kifejezés alakja pedig:
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Az = /(Au)? + (Av)? . (1.23)
A relativ hiba Osszetettebb alaki, ezért Gsszeg esetén célszerii az abszolut hibdkkal
szamolni.

3. Szorzat és hanyados
Ha a z = f(u,v) = uv, akkor az (1.18) kifejezés alakja
Az = |[vAu| + [uAv|,

ahonnan a relativ hiba:

Az
z
Az (1.19) kifejezésbol ad6dé alak:

Az = /v2(Au)? + u2(Av)?,

. (3

Konnyt ellenérizni, hogy hényados esetén is igaz az 1.24) és az (1.25) Osszefiiggés.
Szorzat és hanyados esetén tehat a relativ hibakra adodo egyszerti Gsszefiiggések miatt
célszeri ezek alkalmazésa.

Au
u

Av

—|- (1.24)

és a relativ hiba:

4. Hatvdnyfiigguény
A z = f(u,v) = u™v™alak esetén ismét a relativ hibdk adnak egyszeriibb 6sszefiiggést.
Az (1.13) kifejezés alapjan kapott alak:

Az

z u

Au Av
m_

, (1.26)

az (1.19) kifejezés alapjén pedig a

202

alakra jutunk. Vagyis a relativ hibdk a kitevdvel silyozdédnak mindkét esetben.

Az (1.27) kifejezés a mérésre vonatkozoan is tartalmaz utasitast. Latjuk, hogy a kife-
jezésekben szerepld relativ hibak nem egyforma sullyal szerepelnek a szamitott mennyiség
hibajaban. A magasabb hatvanyon szereplé mennyiségek nagyobb sillyal szerepelnek. A
mérés soran torekedniink kell tehat arra, hogy a nagyobb stllyal szereplé mennyiségeket
pontosabban mérjiik, hiszen az eredmény hibajat ezek tobbszoérosen befolyasoljak.
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1.2.11. A legkisebb négyzetek modszere

A tudomanyos vizsgalatok soran gyakran a mért mennyiségek kozotti fiiggvénykapcesolat
analitikus alakjét kell meghatédrozni. Tegyiik fel, hogy n darab (z1,y1), (22, Y2)- - - (T, Yn)
mérési pontunk van, és az x,y mért mennyiségek kozott linearis kapcsolatot tételeziink
fel, vagyis:

y =mz +b. (1.28)

A mérés célja ilyenkor az m és b értékek meghatarozasa, és a linearis kapcsolat iga-
zolasa.

A leggyorsabb, de sokszor nem kielégité pontossagu modszer, ha grafikusan oldjuk
meg a feladatot. Koordinata-rendszerben abrazoljuk az (x;,y;) értékparokat és a hoz-
zajuk tartozo Ay; hibdkat. Mivel a mért pontok véletlen hibakat tartalmaznak, ezért
nem lesznek pontosan rajta egy egyenesen. Hogyan probalhatunk legjobban illeszkedd
egyenest keresni? A vonalzdt gy fektetjiik a pontokra, hogy koévetve a pontok névekvd
vagy csokken6é menetét hozzavetoleg azonos szamu pont keriiljon az egyenes ald és f6lé
(1.2 ébra).

1.2. dbra. A legjobban illeszkedd egyenes grafikus megkeresése

Ezt kovetéen meghatarozzuk a kapott egyenes meredekségét és tengelymetszetét. A
meredekség és a tengelymetszet hibdja is megbecsiilheté grafikusan, hiszen huzhatunk
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két egyenest, az optimalisndl kisebb és nagyobb meredekséggel, amelyeket még Ossze-
egyeztethetének tartunk a mérési pontokkal és azok hibdival (az 1.2. dbran a szaggatott
vonallal rajzolt egyenesek). Az igy kapott egyenesek meredekségébdl és tengelymet-
szetébol az optimdlis egyenes paramétereinek hibédja becsiilhet6. Pontosabb eredményt
kapunk azonban, ha az illesztést analitikus iton végezziik. Erre ad lehetoséget a legkisebb
négyzetek modszere. Elvileg az aldbb ismertetett mddszer akkor alkalmazhatd, ha csak
az y mért érték rendelkezik statisztikus hibdval, valamint az y; értékek szorasa minden z;
pontban azonos, ugyanakkor az x értéknek nincs hibdja. A gyakorlatban ez sokszor ugy
jelentkezik, hogy x értékét sokkal pontosabban tudjuk meghatarozni, mint y értékét. Ha
mindkét valtozo értéke egyforman hibas, akkor is alkalmazhaté a legkisebb négyzetek
modszere, de az eljaras az alabb ismertetettnél bonyolultabb.

Elméleti megfontolasokbdl tudjuk, hogy a mért (z, y) mennyiségek kozott igaz az (1.28)
linedris osszefiiggés. Az (z;,y;) mért értékparok azonban hibaval rendelkeznek, ezért csak
azt teszik lehetévé, hogy meghatarozzuk azt az

y =1z +b (1.29)

egyenest, amely legjobban illeszkedik a mért n darab pontra. m és bazmésb para-
méterek valddi értékének a mérési pontok alapjan becsiilt értékei. Tegyiik fel, hogy mar

~

meghatéroztuk a legjobban illeszkedd egyenes meredekségét () és tengelymetszetét (b)!
Az ezekkel a paraméterekkel felrajzolt egyenes az x; pontokban az

y§ = ma; +b (1.30)
értékeket vesz fel. Képezziik a mért pontok és az igy kapott egyenes pontjainak eltérését
(1.3. ébra):

v — Y, =y — (Mma; + B) . (1.31)

A legjobb illeszkedés feltétele gy is megfogalmazhatd, hogy ezeknek az eltéréseknek
a négyzetosszege legyen minimalis, azaz az

n

S(rin,b) =3 (yi — (thay + 13)>2 (1.32)

=1

kifejezés minimumat keressiik, m és b fiiggvényében. Az Osszeg olyan értékeknél mini-
malis, ahol a

Mzo; M:O (1.33)
om b

feltételek teljesiilnek. Az (1.33) két feltétel két egyenlet felirdsat teszi lehetvé:
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n

2( mxz—i—b))( i) =0, (1.34)

n

2 ( (s + b)) (—1) = 0. (1.35)

=1

Atrendezve (1.34)-bdl és (1.35)-bél azt kapjuk, hogy

ixiyi :mixf +z§ixi, (1.36)
i=1 =1 =1
zn: yi =i zn:a: +bn. (1.37)
=1 i=1

A keresett két paraméter ebbdl az egyenletrendszerbdl a mért x;,y; értékekkel kife-
jezheto.

Szamolasra alkalmasabb és attekinthetobb formulat kapunk, ha bevezetjiik a kovet-
kezo 1j valtozdkat:

M-
8

s
Il
—

T = 1.38
r=E (1.39)
DY
_ =l
= ) 1.39
L (1.39)
Ezekkel kifejezve a két keresett mennyiséget:
> Tiyi — NTY
== (1.40)
S a? — nz?
i=1
b=1y—mz . (1.41)

A masodik derivaltakkal belathatd, hogy az igy kapott m és b értékeknél S (m, 6)—nak
minimuma van.

Az 1.3. dbran az (1.40) és (1.41) paraméterekkel hizott egyenest abrazoltuk. Ezt az
egyenest regresszios eqyenesnek is szoktdak nevezni, az eljarast pedig linedris regresszio-
nak.

Ha az y; értékek s? empirikus szérdsnégyzete valahonnan ismert (példdul onnan, hogy
egy pontban sokszor mértiink, és a (1.4) kifejezés alapjan meghataroztuk az empirikus
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0 — T T T T T T + T T T
0 2 4 6 8 x 10 12

X ertékek

1.3. abra. A legkisebb négyzetek maodszerével kapott regresszios egqyenes

szérast), akkor a hibaterjedés torvényei alapjan (1.40)-bél és (1.41)-bdl egyszerti szamo-
lassal kiszamolhatjuk az m és b szamitott értékek szorasnégyzetét:

2
2= (1.42)
2 — nx?

7
(2

1 72
2= -4 (1.43)
S a2 - a2
i=1
A meredekséget tehat ugy adjuk meg, hogy
m=1m= S, (1.44)
a tengelymetszetet pedig gy, hogy
b=0b=s;. (1.45)

Ha az y; mérési pontok s szordsa nem ismert, akkor ennek jo kozelitése az
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> (yi —yi)?

2 =1
== 1.46
i n—2 (1.46)

a kiilonb6z6 z; pontokban mért y; étékek alapjan szamolt an. rezidudlis szordsnégyzet. A
nevezoben itt azért szerepel n-2, mert a szamlaloban szereplé n darab kiilonbségnégyzet
nem mind fliggetlen, kozottiik az (1.34) és az (1.35) két egyenlet kapcsolatot teremt. A
fiiggetlen adatok szama n-2.

A szamitogépes programok, amelyek a legkisebb négyzetek modszerével illesztenek
regressziés egyenest, az (1.40)—(1.46) kifejezések alapjan szamolnak.

1.2.12. Silyozott legkisebb négyzetek moédszere

Van olyan eset, amikor nem teljesiil az a feltétel, hogy minden z; pontban azonos az y;
mérési adatok szérdsa, azaz s nem allandd. Ilyenkor az (1.32) sszegben szerepld tago-
kat kiilonboz6 sulyfaktorokkal vessziik figyelembe az illeszked6 egyenes paramétereinek
szamitasahoz. A nagy szorasu pontokat kis sullyal, a kis szérdsi pontokat pedig nagy
stullyal szerepeltetjiik az 6sszegben:

. n N\ 2
S(m,b) = sz‘ (yz — (ma; + b)) ; (1.47)
i=1
ahol w;-k a sulyfaktorok. A matematikai statisztika szerint a silyfaktorok legjobb va-
lasztasa:
1
_2.

w; = (1.48)

s

Van a stulyozésnak egy szokésos, hétkdznapi valtozata. Elofordul, hogy a miiszer
mutatta értéket elnézziik, vagy az adat lejegyzésekor hibat kovetiink el. Ilyenkor az
abrazolds soran a tobbi pont menetétdl durvan eltérd, kiugré pontot kapunk. Ha ezt a
pontot is figyelembe vennénk a tobbihez hasonlé nagy sullyal, akkor az er6sen modositana
az illesztett egyenes menetét. Ilyen nyilvanvald esetben a silyozas azt jelenti, hogy ezt a
pontot elhagyjuk az illesztés soran, ahogyan azt az 1.3. abra esetében is tettiik a kiugrd
ponttal.

1.2.13. Nem-linearis paraméterbecslés

A legkisebb négyzetek mddszere akkor is alkalmazhatd, ha az x és y valtozok kozott
nem linedris a kapcsolat. Ilyenkor azonban az (1.33) tipusi feltételek dltaldban nem
linearis egyenletrendszerre vezetnek. A szamitégépes nem-linedris illeszté programok
ilyen Osszefliggések alapjan miikodnek.
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Nem feltétleniil kell azonban a nem-linedris esetben ezt az eljarast kovetni. Van mod
arra, hogy a nem-linedris kifejezést linedrissa alakitsuk. Legyen példaul a fiiggvény

y = ae™ (1.49)

alakd! Az (1.49) osszefiiggés mindkét oldalanak logaritmusat véve

Iny =1Ina+ bx (1.50)

linearis kifejezésre jutunk, amelynek paraméterei a linearis regresszidval becsiilhetok.
Meg kell azonban jegyezni, hogy az igy kapott értékek csak elsé kozelitésnek tekinthetok.
Az eredeti mérési hibak, amelyek esetleg egyenlok voltak, a transzformécié soran kiilon-
bozokké valhatnak. Az igy kapott paraméterek torzitottak lehetnek, és hibaikrol is csak
gondos analizist kovetoen lehet nyilatkozni. Ilyenkor példaul indokolt lehet a stlyozott
legkisebb négyzetek moddszerének alkalmazasa.

1.2.14. Az illesztés jésaga

A gorbeillesztéssel kapcsolatban egy masik kérdés is felmeriilhet, nevezetesen az, hogy
helyes volt-e a feltevés az illesztend6 gorbe jellegét illetden. Masképpen fogalmazva
valoban egyenest kellett-e illeszteni a mérési pontokra, vagy valamely masik fliggvény
jobban leirta volna a mérési pontok menetét. A linearis regresszié josagat szokdas az r
korrelacios egyiitthatéval jellemezni:

po =l _ (1.51)

Belathatd, hogy |r| < 1, és hogy r elGjele megegyezik az illesztett egyenes mere-
dekségével. Ha a mért pontok mindegyike pontosan az egyenesen van, akkor |r| = 1.
Egyhez kozeli r érték (pl. 0,999; 0,980 stb.) jé illeszkedésnek szamit, és azt jelenti,
hogy a linearitasra vonatkozoé feltevés helyes volt. Mennél inkabb eltér a szoré pontok
menete az egyenestol, annal kisebb r értéke. Nem tul érzékeny mutatd. Egészen rossz
illeszkedés esetén is nagyobb lehet 0,9-nél. A szamitégépes illeszté programok sokszor r
értékét is megadjak. Fontos tudnunk, hogy ezt az értéket mérési hibaként nem adhatjuk
meg. Megjegyzendd, hogy a regresszié vizsgdlatara a matematikai statisztika ennél jobb
probdkat is kinal.

1.2.15. Példa a hibaszamitasra

Osszefoglalasképpen a lehajldsmérés példaja segiti a hibaszamitéssal kapcsolatban mon-
dottak megértését. Kor keresztmetszetii rud esetén az s lehajlas és az F' deforméalé ero
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kozott a mérés leirdsa szerint az alabbi Gsszefiiggés érvényes:

1B
= ——F
48 BT
ahol [ a rid hossza, F a Young-modulusza. [ az R sugaru keresztmetszet masodrendii
feliileti nyomatéka:

S

(1.52)

™
I=—R"
4

A mérés sordan az F' erd fiiggvényében mérjitk az s lehajlast. Az F' értékek pontos-
nak tekintheték (legfeljebb szisztematikus hiba terhelheti), ezért ez keriil a vizszintes
tengelyre. A mérést legalabb 10 kiilonbozo eréérték esetén elvégezziik, és a legkisebb
négyzetek modszerével regresszids egyenest illesztiink a mérési pontokra. A szamitégé-
pes illeszté programmal meghatarozzuk a regresszios egyenes m meredekségét és ennek
Am hib4jat. A meredekség (1.52)-bél kifejezve:

1
ETY

Innen kifejezve E-t:

e
48 mlI’

A hibaterjedés az egyszer(ibb (1.26) kifejezése alapjan a Young-modulusz mérésének

relativ hibgja:
AFE Al Am AR
— = (3— — 4— | . 1.
p - (7)) () 159

A hossz mérését a berendezéshez rogzitett skalaval végezziik. Ez a skala mm beosz-
tasu, a leolvasasi hiba tehat 40,05 em. A hosszat igy adhatjuk meg:

[ = (30,00 +£ 0,05) ecm,vagy | = 30,00 cm £+ 0,2%.
Az illesztésbdl kapott meredekség értéke:
m=(3,85+0,01)-10~° 2 vagy m = 3,85 1073 22 £ 0, 3%.
N N
az (1.53)-bdl latszik, hogy a rud sugardnak (dtmérdjének) mérésére kiilonos gondot kell

forditani, hiszen relativ hibdja négyszeres szorzéval szerepel. Az atmér6 (D) mérésére
két eszkdz johet szoba. Vagy tolomérével, vagy csavarmikrométerrel mériink. Ha a
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ct | D; [mm] | AD; = D;— D[mm] (AD;)*107° [mm?]
1 6,965 -0,0057 3,249
2 6,973 0,0023 0,529
3 6,979 -0,0007 0,049
y 6,975 0,0043 1,849
5 6,06, 20,0067 1,489
6 6,975 0,0043 1,849
7 6,985 0,0143 20,449
8 6,972 0,0013 0,169
9 6,96 -0,0107 11,449
10 6,965 -0,0027 0,729
- 10 120 (AD;)?
D = 6,9707 > AD;=0 sp = \/m — 0,00223

tolomérot valasztjuk, és a hossz mentén tébb helyen megmérjiik a rud atmérdjét, ak-
kor észrevessziik, hogy a pontos megmunkélas eredményeként azonos értékeket mériink,

1.1. tablazat.

vagyis a mérés hibdja a leolvasas hibajaval egyezik, azaz:

AD = (6,954 0,05) mm, vagy AD = 6,95 mm + 0, 7%.

A hossz mentén csavarmikrométerrel mérve az atmérot, az egyes mérések soran kii-
16nb6z6 értékeket kapunk. A mérési eredményeket az 1.1. téblazat masodik oszlopa
tartalmazza. A mérés negyedik jegye becsiilt érték, ilyenkor azt célszert kisebb szammal

jelolni.

Az (1.5) kifejezés alapjan kiszamitjuk az atméré hibajat:

AD = sp = 0,002 mm.

Az 4tmérd mért értéke tehat:

D = (6,971 £ 0,002) mm, vagy D = 6,971 mm £+ 0,02%.

A sugar mért értéke:

R = (3,486 £ 0,001) mm, vagy R = 3,486 mm % 0,02%.

Megéri tehat a pontosabb mérés, hiszen 0,7% helyett 0,02%-os hibat kaptunk, és
ezzel lényegesen csokkentettiik a végeredmény hibajat.
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Megjegyezziik, hogy ha az egyszertibb (1.2) kifejezés alapjan szamoljuk az abszo-
lut hibat, akkor AD = 0,005 mm-t kapunk. Lathato, hogy ez az érték bar nagyobb,
de nagysagrendileg megegyezik sp értékével, ezért sokszor megelégsziink az egyszeriibb
abszolut hiba megadésaval.

Most maradva a pontosabb érték hasznalata mellett, a Young-modulusz mérés relativ
hibaja:

AFE

= = 3-0,002+ 0,003 +4-0,0002 = 0,00638.

Az eredményt igy irjuk fel:

27

N N
E=(7,1140,05)-10" —, vagy E =7,11-10" — £0,6%.
m m

Megjegyzés: ha a pontosabb (1.5) kifejezés alapjan szamoljuk a statisztikus hibat, a
szamolasokat altaldban nem kell az 1.1. tablazatban bemutatott részletességgel elvégezni.
A jobb kalkulatorok ugyanis az dtlag, az empirikus szords és az dtlag empirikus szordsa
értékeket kozvetleniil szamoljak. A matematikai statisztika fiiggvényeit a Microsoft Excel
program is tartalmazza.
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