Egyenesillesztés

Bevezetd:

Ha van N darab adatpontunk, melynek x és y koordinatai adottak, akkor a kévetkezGképpen lehet
rajuk egyenest illeszteni. Legyenek z;-k és y;-k a pontok adott koordinéatai (az i index 1-t6l N-ig
fut ugye), az y;-k hibai legyenek o;-k. (Az z;-krél tegyiik most fel, hogy nincsenek hibaik, vagyis
Sket pontosan ismerjiik). Keérdés, hogy mi az az egyenes, ami a legjobban illeszkedik ezekre az
adatpontokra? Az egyenes egyenlete: y = ax + b, tehat meg kéne mondani, hogy hogyan valasszuk
az a meredekséget és a b tengelymetszetet gy, hogy az adott N darab z;,y; pontot a lehets leg-
jobban megkozelitse ez az egyenes.

Ezt a legkisebb négyzetek modszerével szokas csinalni. Megnézziik, hogy az a meredekség, illetve
a b tengelymetszet egy adott valasztdsdnal egy adott z; pontra mennyi lenne az y, ha tokéletesen
eltalaltuk volna az egyenessel az adatpontunkat: nyilvan ax; 4+ b lenne. A mért érték, y; altalaban
persze nem ennyi. Az eltérés: y; — (ax; + b). Ez lehet pozitiv, vagy negativ, mindenesetre a négy-
zete biztosan pozitiv.

Azt mondjuk, hogy az az egyenes illeszkedik legjobban az adatokra, amelyre ezen eltérések négy-
zeteinek az Osszege a legkisebb. Még egy dolog van hatra: minél pontosabban ismeriink egy adat-
pontot, anndl inkdbb valdszinttlen, hogy a feltételezett egyenes azt messze elkeriili, ezért nem

z [yi — (ax; + b)]>-eket, hanem ezeknek az 7; mért értékeknek megadott hibaikkal valo stlyozott
valtozatat adjuk 6ssze. Tehat az, amit minimalizalni szeretnénk, a kovetkezs:

X2(a7b> _ Z [yz - (C;iz + b)] )

Minél nagyobb ez, annal rosszabb az egyenes, és ez minél kisebb, annél inkabb eltalaltuk” az
egyenessel az adatokat. A hibédkkal vald sulyozast igy is lehet érteni: az a pont, amit csak nagy
hibaval (nagy o;-vel) ismeriink, kevésbé ,szamit”, mint az, amit pontosabban ismeriink.

Szamolas:

Irjuk fel még egyszer x%(a, b)-t, elvégezve a négyzetreemelést, valamint kicsit rendezve:
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Itt az Osszegzést kiilon-kiilon is irhatjuk:
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S6t, az Osszegzésbdl ki lehet emelni az a-kat és a b-ket:

Zy—l—z Zy’ 1—262‘% +a Z—+2 bZ—erzziQ.

Hogyan véalasszuk meg tehat az egyenes a, b paramétereit, hogy ez a x? mennyiség a lehetd legkisebb
legyen? Az a-t és b-t valtoztatva az Osszegek (szummak) itt konstansoknak szamitanak: ha valaki
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megadta a mért pontok z;, y; koordinatéit és o; hibait, minden tovabbi nélkiil kiszamithatjuk az
itt szerepld Osszegeket. Be is vezetiink rajuk jeloléseket:
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Ezzel a x*(a,b) minimalizdland6 mennyiség:
x*(a,b) = Syy — 2aS4y — 2bS,, + a’S,. + 2abS, + b%S;.

Erre vagyunk kivancsiak, hogy milyen a és b valasztassal lesz a lehetd legkisebb.

Emlékezziink a masodfoku egyenletes tanulmanyokra: egy Y = AX?2+2BX +C egyenlet( parabola
minimumhelye X,.;, = —B/A, minimumértéke pedig Y, = C — B?/A. A x*(a,b) egyenlete a
fiiggvényében egy parabola:

X*(a,b) = Spa® + 2 (bS, — Syy) a+ (Syy — 2bS, + b°S1) |

tehat ha b-t méar megtalaltuk volna, akkor erre az adott b-re az az a,,;,(b) hely, ahol ez az el6z6
kifejezés a fiiggvényében felveszi a minimumat, illetve a 2. (b) minimalis érték a kovetkezd lenne
az el6zdek alapjan:

bS, — S, bSs = Suy)’

—5 " Xun(0) = - 3 )y (Syy — 265, +b751) .

Meg kell még nézniink, hogy ez a x2,. (b), amiben most mér egy adott b értékre az a paramétert
a lehets legjobban valasztottuk meg, milyen b-re lesz végiil tényleg a lehetd legkisebb. A 2. (D)
iménti kifejezését atalakitva:

S S2Ss S?
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Ez most meg a b paraméter fliggvényében lathatoéan egy parabola: tehat a legjobb b valasztas ennek
a minimuma:

Qmin (b) = —

Sy =% 5.8, 5,8,

bmin — —
Sl — ;'2 Slsxx - Sg
Ahhoz, hogy az a paraméter legjobb értékét is megkapjuk, ezt most vissza kell helyettesiteni az
el6z6 kifejezésbe, ahol @y, (b)-t kaptuk meg adott b-re; most mar tudjuk, hogy mennyi legyen a b.

Ezt elvégezve némi egyszertsités utan az adodik, hogy:

515 = 5.5,
min T Slsxx _ S% .

Megvan tehat az i, €8 a by, értéke, amik a x?(a, b)-t minimalizaljak; az ezekkel a paraméterekkel
meghatarozott y = @min® + bmin egyenlet egyenes lesz az, amire tehat azt mondjuk, hogy a
legjobban illeszkedik a megadott pontokra.

Az eredmények Osszefoglalasa:

Osszefoglalva: ha tehat adottak a mérési z;, y; és o; értékek, akkor azokbol ki lehet szamolni az
S1, Sz, Sy, Sz, Szy mennyiségeket a fentebbi modon (Id. az () egyenletet), és ezekbdl az el6z6 két
képlet alapjan a,i,-t és byin-t; az ilyen paraméteri egyenes illeszkedik a legjobban az adatokra. Az
a és a b paraméterek hibait is meg lehet kapni, ennek levezetését majd késsbb irom le. Osszegytjtve
a képleteket:
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