1. Gauss-eloszlas, természetes szoras
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A Gauss-eloszlasnak megfeleld fiiggvény:
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A természetben a centralis hatdreloszlas tétel miatt altaldban a mérhetd mennyiségeknek

Gauss-eloszlasa van, azaz:

Ha egy mérheté mennyiség varhatd/elméleti értéke 1, akkor a mert értékek eloszlasa egy u
korili Gauss-gorbe lesz, melynek szélessége aranyos a mérés hibajaval.

Ha példaul egy 5 m magas fa magassagat
megmérjik 100-szor, minden esetben 10 cm
mérési bizonytalansagban, akkor a legtobbszor 5
m korlli értékeket kapunk természetesen, de az
esetek jO részében a hibaval Gsszemérhetd,
esetenként annal nagyobb eltérést tapasztalunk. A
jobb oldali &bran lathatd, hogy hany o
tdvolsagndl nagyobb eltérésnek mekkora a
valosziniisége. Eszerint peldaul az esetek 31.8%-
ban (100%-2x34,1%) kapunk 1c-nél nagyobb
eltérést, mig 3c-ndl nagyobb eltérést csak az
esetek 0.1%-ban.

2. Meéreések hibaja, szérasa

Legyen mérések egy sorozata az {xi} rendezett N-elemii szamsor (amelynek minden eleme a
mérés egy-egy eredménye). Ekkor a mere3| eredmények atlaga:
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A mérési eredmények szorésa (ez tulajdonkeppen a merés pontossagat jelenti) pedig:
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Vegylk észre, hogy ha a fenti képletben nem lenne
négyzet, az eredmeény egzaktul nulla lenne (lasd az

atlag definiciojat).

Lathat6 tovabba, hogy a szoras forditottan aranyos a
méresek szamanak gyokevel, azaz ha egy mérést N-
szer annyiszor végziink el, a szoras a YN-ed részére

csokken.
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[lusztracioul lasd a jobbra 1évé abrat, amely 10 és 90 kozotti merési eredmények szorasat
mutatja. Az atlag itt 50, a sz6rés 20.

Fontos megérteni, hogy a Gauss-eloszlas itt azt jelenti, hogy ha megvizsgalnank, egy adott
érték korul egy kis tartomanyban hany mérési eredmény volt, és ezt a szamot (az ezt az
eredményt adé mérések szdmat) abrazolnank az adott érték fuggvényében, akkor kapnank
Gauss-eloszlast. Szemléletesen, ha a fenti abréat a fiiggbleges tengelyre ,,vetitenénk”, akkor a
kapott alak egy Gauss-gorbe lenne. Lathat6 az is, hogy a 20 mérésbdl 6 esetben kaptunk 1o-
nal nagyobb eltérést, ami kordlbelul a fenti 31.8%-ot jelenti.

3. Mérések elméleti leirasa, x>-proba

Amennyiben egy meérés-sorozattal egy elméleti eredmeényt szeretnénk megcéafolni vagy
alatdmasztani, a legjobb eszkéziink az dgynevezett y*-proba. Ez gy végezhetd el, hogy
kiszamitjuk a mérési eredményekhez ({x}) rendelt y* értéket:

N 2
2 Li — Telmélet
=2 (7=
: i
i=1
ahol Ax; az egyes mérések hibaja. Amennyiben y?<N, akkor az elméleti érték az éatlagos

hibahataron beliil van. A fenti abran az atlagos x> érték lathatolag a hibanal kisebb, tehét az
emlitett feltetel itt teljestl. Ez azt jelenti, hogy a mérés nem zarja ki az elméletet.

4, lllesztések

Amennyiben nem ugyanazt a merést vegezzik el tobbszor egymas utan, hanem a mérési
pontjaink adat-parok, avagy egy mennyiséget mériink a masik fliggvényében (azaz példaul a
magneses teret a forrastol vald tavolsag fliggvenyében, vagy egy minta radon-tartalmat az idé
fliggvényében), akkor egy kicsit médositva alkalmazzuk a y*-probat (khi-négyzet prébét).
Ekkor egy elméleti fuggvénylink van, legyen ez f(x). Az adatpontjaink legyenek az {f; Af; xi}
értékek, ahol fi a mért mennyiség (magneses tér, radon-tartalom stb.), Af; a hibdja, és x; a
valtozo, amelynek fiiggvényében mériink (id6, tavolsag stb.). Ekkor:
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Itt f(x;) az elméleti fiiggvény x;-ben vett értéke. Ekkor a x* értéke alapjan megmondhatjuk,
hogy az adott elmélet mellett mekkora a valosziniisége, hogy az adott mérési pontok
jojjenek ki. Ezt a valoszintiséget az Excel ,,KHI.ELOSZLAS” fliggvényével szamithatjuk ki,
melynek elsé paramétere a x> , a méasodik pedig a szabadsagi fokok szdma, azaz a mérési
pontok szdma. Amennyiben ez a valésziniiség 0.1% alatt van, azt mondjuk, hogy a mérés
alapjan az elméletet ki lehet zarni. Egyéb esetben a mérés megerdsiti az elméletet.

Tovabbi modositast jelent, ha az elméleti flggvénynek van 3 -
paramétere, azaz példaul nem az az elméleti joslatunk, hogy oF.
radonkoncentracio a 0.5-exp(-32 Hzt) fliggveny szerint fog = /
véltozni, hanem hogy az A-exp(-B-t) fliggvény szerint. Ekkor a x* ,I,A
proba alapjan meghatarozhatjuk a modell paramétereit illesztéssel. 1 - -
Ekkor a y® minimalis értékét keressiik meg a paraméterek . / i
valtoztatésaval. Azok a paraméterek, ahol a yx° minimalis, az 9 - /
optimalis paraméterek. Ezeket lehet a mérésbdl meghatarozni. Ha 1 A
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példaul az f(x) fuggvénynek van egy a paramétere, azaz f(x,a) valojaban, akkor az alabbi
fuggvény minimumat keressik:
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Ezt nevezziik illesztésnek. Amennyiben a minimalis %°-b8l és a pontok szamabél szamolt
valosziniiség nagyobb 0.1%-nal, akkor az elmélet leirja a mérési adatokat az optimalis a
paraméter mellett. Fontos megemliteni, hogy ekkor a ,,KHI.LELOSZLAS” Excel fliggvénybe
az adatpontok sz&méat a paraméterek szamaval csokkentve kell beirni. Ugyanis két mérési
pontra értelmetlen egy ketparaméteres fliggvényt illeszteni — ez mindig egzaktul lehetséges
(két ponton pontosan egy egyenes megy at).
A szabadsagi fokok szama tehat a mérési pontok szama minusz az illesztési paraméterek
szdma.

Ekkor a-t is a mérés eredményének tekintjuk, azt mondjuk, hogy az adatokkal megmértiik az
adott f(x,a) elméleti gorbe a paraméterét. Alabb lathatd egy adathalmaz és az 6t leird
minimalizalt x*-tel rendelkez6 gorbe. Ez a gnuplot segitségével késziilt, a

f(X) = a*x+b
fit f(X) “adatok.txt’ using 1:2:3 via a,b
plot f(x), ’adatok.txt’ using 1:2:3 with yerrorbars

parancsok segitsegével
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5. Egyenes illesztése

Altalanossagban a fenti y?-minimalizacié rendkiviili probléma, bonyolult szamitégépes
algoritmusokkal végezhetd csak el, azaz csak igy talalhatoak meg az optimalis paraméterek. A
fenti modszert azonban egyszerlien alkalmazhatjuk egyenes illesztésére.

Ekkor az illeszteni kivant flggvény (ahol x a valtozo, y a mérési eredmény):
f(z)=ax+b
azaz a minimalizalni kivant mennyiség:
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Egy mennyiségnek akkor lehet minimuma egy adott paraméter-érték mellett, ha az aszerinti
derivaltja nulla. Ez alapjan a fenti b6l az optimalis a-t és b-t (igy kaphatjuk meg, hogy az
alabbi egyenleteket megoldjuk:
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Y —x*(a,b) =0

a_bXQ(G:b) =0 da

Mivel a fenti y® polinom alak(, ezért a megoldast egyszerlien megkapjuk a lineéris
egyenletrendszer megoldasabdl:
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6. Egyenes illesztés Excellel

Excellel val6 illesztés esetén nem a fent leirt y> mennyiséget minimalizaljuk, hanem az
lgynevezett R-négyzet (R?) értékét maximalizaljuk. Ennek definiciéja:

Rg — 1 . SSE”
5 Stot
ahol SSerr = -3(fi-f(xi))? és SSir = /Z(fi'faﬂag)z, tehat az egyik a fliggvénytdl valod négyzetes
eltéres, a mésik az atlagtol vald négyzetes eltérés. Tehat R értéke nulla, ha a flggvény csak
annyira illeszti jol az adatokat, mint az atlag. Ha az R=1, akkor az ¢sszes adatpont éppen az
illesztett fuggvenyen van. Ezt illusztralja az alabbi abra, ahol a piros négyzetek teriiletének
0sszege az SSio;, mig a kék négyzeteké az SSq..
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Ennek az illesztésnek az eldnye, hogy nincs hozza sziikség a mérési adatok bizonytalansagara,
ugyanakkor a tudomanyos értéke is kisebb az el6z6 fejezetben emlitett tesztnél. Egy Excelben
elvégzett illesztést és annak R-értékét lathatunk alabb:
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4 0,3 2,909427 10
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6 0,5 4,090796 8 A

7 0,6 4,400136 7 e

8 0,7 4,981401 5 P

9 0,8 5452286 5 k/’/v/’( + ertékek
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12 1,1 7,470231 2 + V-5-;??5Dx;91?-1859
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15 1,4 9,179963 a 02 0,4 06 08 1 1,2 14 1,6
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7. Hibaterjedés

Altalaban nagyon fontos ismerniink a mérési eredményeink hibajat. Tobbnyire a mérési
eredmeényt nem kozvetlendl, hanem egy szamitas eredményeképpen kapjuk meg. Példaul ha
egy asztal felliletét akarjuk megmérni, akkor a szélességét és hosszusagat mérjik meg, majd a
kettd szorzata lesz a teriilet. A kérdés az, hogy ha a szélesség ¢s a hossz hibaja egyarant 10 cm,
mekkora lesz a terllet hibdja? A kérdésre &ltalanossagban érvényes vélaszt kaphatunk a
kovetkez6 szakaszban.

Ha van egy X mennyiségunk (példaul az asztal feliilete):

X = f(A,B,C,..)

amely fligg az A, B, C mennyiségekt6l (az asztal oldalszélességei, tehat ekkor X=AB), akkor
az A, B és C hibajabol megkaphatjuk X hibajat:

af af af
AX =|Z=L].AA AB+ |=L| - AC + ---
‘aa‘ +‘6B‘ Tlac| 2%
Ez altalaban felllbecsli a hibat, néha szokéas a
af [* af [* af *
AX? = |==| - AA?+|=| AB*+|==L| -AC?+ ...
9A Py s *

képlettel szamolni. Mi az elsét részesitjiik elényben. Az asztalos példa esetében
AX=BAA+AAB lesz, vagy AX*=B°AA*+A*AB?.

Jeloljuk mostant6l egy adott mennyiség hibajat Ggy, hogy: &X)
relativ hibajat pedig igy: £ (X)= &AX)/X
Ekkor az alapmiiveletekre konnyen kiszamithatjuk az eredmény hibajét:

d(a-n) = nd(a) R(a-n) = R(a)
dlat+b) = d(a)+d(b) Rla+h) = R(a)|a| + R(b)|b]
6(a-b) = [blo(a)+ |ald(d) ah
oy 1 al R(a-b) = R(a)+R(®)
() = @+ | & (&) = ”R@+=e)
5(@_“) — n.a."_lé‘(a.) R(a") = nR(a)

Vegylk észre, hogy 0sszeadasnél és kivonasnal a hiba adddik 6ssze, osztasnal és szorzéasnal
pedig a relativ hiba!

8.  Zard megjegyzések



Egy mérési adat sosem egy szamot jelent, hanem minimum két szamot: az értéket és a hibajat!
Hiba nélkil a mérési eredmény értelmetlen. Pl. az x = 5.2 mm = 0.1 mm mérési eredmény
értelmes, az x=-52-mm-nem.

Figyeljunk oda tovabba arra, hogy a mérés hibajanak mindig egy értékes szamjegye legyen, a
mért adat utols6 szdmjegye pedig azon a helyiértéken alljon, ahol a hiba egyetlen értékes
szamjegye. Példaul az x = 5.2 mm = 0.1 mm meérési eredmény értelmes, az x=5-2032-mm-*
0-1-mm illetve az x=5-mm-+0-.0L-mm-eredmények azonban helyteleniil megadottak.

9. Ellenorzo kérdeések

Milyen eloszlasa van egy adott mérés eredményeinek altalaban?

Hogyan fligg egy mérés eredményeinek eloszlasa a méres megismétléseinek szamatdl?
Mi egy mérés-sorozat atlaga?

Mi egy mérés-sorozat szorasa?

Miért van négyzet a szorés definicidjaban?

Hogyan fligg a szoras a mérések szamatol?

Mi a khi-négyzet préba?

Khi-négyzet préba esetén a khi-négyzet milyen értékénel van az elméleti joslat az
atlagos hibahataron (szérason) belul?

9. Hogyan lehet egy elméletet cafolni khi-négyzet préba segitségével?

10. Mi a minimalizacio szerepe egy elmélet optimalis paramétereinek megtalalasaban?

11. Mitjelent az, hogy ,.illesztés”?

12. Egy illesztés utan hogyan dontjiik el, hogy a mérés cafolja vagy megerdsiti az elméletet?
13. Milyen fiiggvény illesztése végezhetd el egyszertien, és miért?

14. Hogyan fligg egy mennyiség hibaja azon mennyiségek hibajatol, amelyektdl fligg?

15. Mi arelativ hiba?

16. Milyen szarmaztatott mennyiség esetén adodik dssze a hiba illetve a relativ hiba?

17. Mekkora egy kiilonbség illetve egy hanyados hibaja?

18. Hany szamjegyig adjuk meg a mérési eredményt és annak hibajat?

19. Mi a ,szabadsagi fokok szdma” egy illesztés esetén, és miért fontos?
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